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جلسه سوم

ا ا ط
گسترش زوج

:مباحث اين جلسه 

بسط نيم دامنه ای
ج

فـردگسترش 

مشتق گيری و انتگرال گيری جمله به جمله از سری فوريه

١



بسط نيم دامنه ایط

ا شاگ ا ف ا اش y=f (x)اگر تابعی بصورت ; 0 < x < ℓ  باشد و بخواهيم بصورت سری فوريه نمايـش

عدهيم ، به دليل اين که تابع متناوب نيست دارای سری فوريه نمی باشد؛ ولی توابعی هستند  م

و تعداد آن ها بـسـيار منطبق اسـت f (x)بر x ≤ ℓ ≤0که سری فوريه آن ها در فاصله  

ا   .زياد استا
 

٢



و   f(x)دو تابع از اين بينهايت تابع ، اهميت بيشتری دارند که يکی از آن ها گسترش زوج 

.می باشد   f (x)ديگری گسترش فرد 
 

زوج زوجگسترش رش زوجرش زوجگسترش

:که دارای سری فوريه کسينوسی  زير است

0=0a۪

٣



فرد فردگسترش رگسترش ررش  رش 

ا ف ا ا :که دارای سری فوريه سينوسی  زير استک

٤



 .را بيابيد  f(x)سری های فوريه سينوسی و کسينوسی متناظر با)مثال

:حل 

٥



  : f(x)سری فوريه سينوسی متناظر با 

  : f(x)سری فوريه کسينوسی متناظر با 

٦



گ گ مشتق گيری و انتگرال گيری جمله به جمله از سری فوريهگ

> ℓ-در فاصله تناوب   f(x)اگر سری فوريه تابع پيوسته قطعه ای  )١قضيه x < ℓ 
اشد شد ان ز ت :ه :به صورت زير بيان شده باشد  

:آن گاه

٧



-]تابعی پيوسته در فاصله   f(x)فرض کنيد ) ٢قضيه  ℓ , ℓ   f′(x)و همچنين  )ℓ f( )=ℓ -f( باشد و [
را می توان با مشـتـق گيری جمله f′(x)اين فاصله پيوسته قطعه ای باشد ؛ آن گاه سری فوريه تابعدر  بعر وري ری ن ب ی پيو )ين ج( يری ق ب ن و ی ر

به ســمت  xبدست آورد و سری حاصل از اين مشتق گيری در هر نقطه  f(x)به جمله از سری فوريه 
½ [f′(x+) + f′(x-)]استگـرهم. ½ [f (x )  f (x .رم[(

:پيوسته نيست f′(x(در نقاطی که 

F(x) = ½ [ f′(x+) + f′(x-) ] 
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گ گ -  ;  п<f (x)= xسری  فوريه)مثال п < x  را بيابيد و با انتگرال گيری از سری
.را بيابيد   x²حاصل، سری فوريه تابع 

:با انتگرال گيری داريم 

انتگرال می گـيريم و می دانيم انتگـرال  пتا  п-از طرفين تـساوی در فاصله  cبرای به دست آوردن 
ا ن ز ت ا ت اش0ا cosمی باشد 0با توجه به مساحت زير نمودار.

٩



انتگرال فوريهگ
دارای مـتـناهی تعريف ی حوزه با تابع هــر و فوريه ســری دارای متـناوب تابع هر که شود می ی مشاهده ر ی  ري  وز ی  بع ب  ر  وري و  ری  ی  ر وب  بع  ر  و   ی   

; y=f(x)اما تابع . سريهای فوريه متناظر است -∞< x <∞   دارای سری فوريه نيست ولی می توان به
داد نمايش آنرا ديگری تابع فوريه سری حد .صورت يش  ر  ری  ي بع  وري  ری  . ور  

چنين سری فوريه را می توان بصورت انتگرال نمايش داد که به همين علت آنرا انتگرال فوريه می نامند 
شود می محاسبه زير صورت به :و و ی  ب  ور زير  :و ب 

١٠
:شرط جواب 



گ .فوريه تابع زير را به دست آوريدانتگرال)مثال

:حل 

ت؛ ا د تا ه ف ال انتگ ن ا دنا زوجف فردبنابراين انتگرال فوريه تابع موجود است؛

١١



١٢



y= f(x)هرگاه  )قضيه ; -∞< x <∞   مطلقا انتگرال پذير باشـد و همواره تکه ای باشد، آن گاه انتگرال
به سمت ميانگين حدود چپ و راست تابع در اين نقطه همگراست )گسسته( xدر نقطه ی f(x)فوريه تابع بع )وري ی( ر)(ر ين ر بع ر و چپ و ين ي ب

  :؛ يعنی 

تابع)مثال فوريه =f(x)سری x + x²فاصله п<xпدر مقدار> آن به توجه با و يافته f(x)= xسری فوريه تابع)مثال + x² در فاصلهп<x- п يافته و با توجه به آن مقدار >
.را بيابيد …+ 1/3² + 1/2² +1عددی  

f( п¯) = пقرار دهيم ، آن گاه  = п xاگر  + п²   وf( п+ ) = п+ п²   :
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.برسيد│x│با انتگرال گيری از سری فوريه زير به سری فوريه تابع ) مثال

:حل 
:ابتدا از طرفين انتگرال نا معين می گيريم يريم ی ين ر ين ر ز ب

١٤



- п  <xبا انتگرال گيری از طرفين تساوی فوق در فاصله  п   .را می يابيم   c؛ >

١٥



:تابعی زوج باشد، آن گاه  f(x)هر گاه  )نکته 

:تابعی فرد باشد، آن گاه  f(x)هر گاه  و

U = x

١٦



  :تکليف سری اول

١)١- ١٠۶ -٢-١٧۵

١)١٠٢۵١۶ ١)٢- ١٠۵-١۶

١-٩)٣- ١٠۴

١٠ -۴(٣-٣٢- ٣٣۵ -١-٩۶

۶٨٢ص  ٢- ١٠و مساله  ١٣۴مثال ص 

  :تکليف سری دوم 

١٠ -۵(١-٧۵-٢٠-١٧

٢)١٩۴١١۴۵ ٢)٩- ١٠-۴-١-١٠۴-۵
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مهندس مهندسرياضيات رياضيات مهندسیرياضيات مهندسیرياضيات

جلسه چهارم

معادله با مشتقات جزئی:مبحث اين جلسه 

١٨



معادلات با مشتقات جزئیمعادلات با مشتقات جزئیمعادلات با مشتقات جزئیمعادلات با مشتقات جزئی

يک معادله با مشتق جزئی ناميده می  y ,xنسبت به  uو مشتقات جزئی  u ,x ,yهر معادله از  :تعريف
رياضیشود مـعادلات به که معـادلات از ای دسـته فـقط مبحث اين پرداخته-در هستند موســوم فيزک فيزک موســوم هستند پرداخته در اين مبحث فـقط دسـته ای از معـادلات که به مـعادلات رياضی. شود

.می شود

هستند د ی مرتبه از خط شبه يا خط معادلات ع ن فيزيک رياض .معادلات رياضی فيزيک نوعی معادلات خطی يا شبه خطی از مرتبه ی دوم هستندمعادلات

.مرتبه بالاترين مشتق موجود در معادله ، مرتبه معادله است  :مرتبه معادله

خط

ادله

خطی مشتقات جزئی خطی , uنسبت به 

معادله

خط ه ش
نسبت به مشتقات جزئی مرتبه دوم خطی است

١٩
شبه خطی



:يک معادله شبه خطی در فضای دو بعدی را می توان چنين تعريف کرد 

Au    +Bu    +Cu   =F( x,y,u,u  ,u   )xx xy yy x y

C,B,A   توابعی ازy,x دسته های خاصی از معادلات خطی که در مسائل کاربردی از اهميت . (هستند
از عبارتند و اند موسوم فيزيک رياضی معادلات به و بوده برخوردار ای ر از :)ويژه ب وم ا و  و يزي  ی  لا ري ه و ب  ار بو ور :)  ويژه ای بر

:معادلات با مشتقات جزئی خطی مهم مرتبه دو 

معادله موج يک بعدی

معادله گرمای يک بعدی

بعدی دو لاپلاس معادله
٢٠

معادله لاپلاس دو بعدی



پمعادله پواسن دو بعدی

معادله لاپلاس سه بعدی

.هستند  مختصات دکارتی x,y,zو       زمان t،    ثابت  c:  در اين معادلات 

وابسته:تعريف متغـير به نسبت هـرگاه گويند خطی را جزئی مشتق با معادله مشـتقات(u)يک و ب :ري ير و ب ب  ر  وي  ی  ی ر  ق جز و  (u)ي  ب 
.باشد) يعنی توان هر کدام بيش از يک نباشد ( جزئی آن از درجه اول 

يا يکی از مشتقـات آن باشد،  (u)اگر هـر جمــله ی چنين معادله ای شامل متغير وابسـته  :تعريف 
.  ناميده می شود غيرهمگنغيرهمگنمی ناميم، در غير اينصورت معادلههمگنهمگنمعادله را

٢١
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با توجه به مطالب فوق همه ی معادلات قبلی خطی هستند و همه ی آن ها به جز معاله پواسن، همگن 
ت ا گن ه غير ن ا پ ادله .می باشند و معادله پواسن غير همگن استباشند

.  با توجه به مباحث معادلات، برای يک معادله ی با مشتق جزئی  ممکن است بی نهايت جواب بدست آيد
يکی از متغـيـر ها است و  tکه ( اما از بين آن ها می توان جواب خاصی را با استفاده از شرايط اوليه 

ظه ل tد ت0 ا شد داد ا ا)قاد انه ک ط ا ش ز د(ن قدااکه خا خاصی مقدار yيا  xکه در (و نيز شرايط کرانه ای)مقادير جواب داده شده است t=0در لحظه ی
.مشخص نمود) جواب مشخص باشد 

جواب هايـی از يک معادله با مشــتق جزئی همگن خطی در     u  ,uهر گاه  :قضيه بنيادی  ١ ٢
:ناحيه معينی باشند، آن گاه 

١ ٢

u = c u + c u١ ١ ٢ ٢

.ثابت های دلخواهی هستند، نيز جوابی از معادله در آن ناحيه هستند    c  ,cکه در آن  ١ ٢
٢٢



نخ مرتعش، معادله موج يک بعدی

با توجه به شرائط و حرکت نخ مرتعش تنها در يک جهت، آن گاه معادله ی آن بصورت يک 
.معادله ی موج يک بعدی بدست می آيد ي ی ب ی ب ي وج ی

.انتخاب شده اين است که مشخص شود که حتما مثبت است c²علت اينکه 

٢٣



ثابت است پس برای همه ی زمان ها در شرط کرانه   x= ℓو x=0با توجه به اين که نخ در 
ي دا :ای :ای داريم

u(0, t) = 0 , u(ℓ, t) = 0u(0, t)  0 ,    u(ℓ, t)  0

اوليه ت رع س به خ، ن ت حرک کل ش ين چن ی(هم لحظه در اوليه)t=0سرعت انحراف و و انحراف اوليه )  t=0سرعت در لحظه ی(همـچنـين شـکل حرکـت نـخ، به ســرعـت اوليه
:بستگی دارد لذا دو شرط اوليه برای مساله ايجاد ميشود )  t=0انحراف در لحظه ی ( 

,

بنابراين برای مـعادله مـوج بايد جوابی بدسـت آيد که در شرايط کرانه ای و همچنين شرايط 
.اوليه صدق کند

٢٤



::برای حل مساله مراحل زير صورت می گيرد برای حل مساله مراحل زير صورت می گيرد ::برای حل مساله مراحل زير صورت می گيرد برای حل مساله مراحل زير صورت می گيرد 

ل ا ی ل:مرحله ان ف د ادله د ها تغ دن ک دا ش ا ض ش دن کا ه ا با به کار بردن روش ضربی، يا روش جدا کردن متغيرها ، دو معادله ديفرانسيل :مرحله ی اول
:معمولی بدست می آوريد

u (x t)= F(x) G(x)

:مرحله ی دوم 

u (x, t)= F(x) G(x)

.جواب هايی از اين معادلات که در شرايط کرانه ای صدق می کنند به دست آوريد

.جوابی که در شرايط اوليه صدق کند را محاسبه می کنيم :مرحله ی سوم 

٢٥



:نتيجه ای که از مراحل فوق بدست می آيد بصورت زير است

:طبق سری فوريه داريم 

:داريم و با مشتق گيری

٢٦



و

اوليه:نکته سرعـت گاهg(x)=0چنانچه آن داريمB*=0باشد و شود :می g(x)چنانچه سرعـت اوليه:نکته  Bباشد آن گاه0 :می شود و داريم0 n

٢٧



و يا؛

٢٨



. g(x) = 0مطلوبست است جواب متناظر با انحراف اوليه مثلثی معادله موج ، وسرعت اوليه  صفر  )مثال

:حل 

و B*=0با توجه به اينکه  nn

n = 1, 2 , ...

٢٩



:طبق مثال اول جلسه ی قبل داريم 

ينبنابراين ؛ بر ب

٣٠
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جلسه پنجم

:مباحث اين جلسه 
جواب دالامبـر معاد له موج

انواع معادلات با مشتق جزئی خطی

٣١



له اد دالا جواب دالامبـر معاد له موجا

:داريمv =x+ct , z = x-ctبا تغيير متغير م,

v  = 1x u = u v +u z = u +u
z  = 1x

u   u   v  u   z    u  ux v zx x v z

:مشتق می گيريم xيک بار ديگر نسبت به    uحال از  x

u   = ( u  +u  )xx v z
١١

= (u  +u  )  v  + (u  +u  )  zv z v x v z z x

= (u +u )+(u +u ) = u +2u + u (u    +u    )+(u   +u   )  u    +2u    + u  vv zv vz zz vv vz zz
:با جايگذاری در معادله موج مربوطه داريم 

0uu
2

=∂=
٣٢

     0
z v

uzv =
∂∂

=



گ :اين معادله با دوبار انتگرالگيری محاسبه می شودگ

h(v)υ =∂ zh(v)نسبت به  )الف
v
=

∂ h(v)  تابع دلخواه ازv  است.

vنسبت به  )ب

∫ ( )h( )d∫ += ψ(z) h(v)dvu

از تاب نيز ال انتگ اvاين با

ψ(z) تابعی دلخواه ازz  است.

با اسم  vاين انتگرال نيز تابعی از
φ(v) می باشد

ct)-(xct)(x(z)(v)t)u(x, ψϕψϕ ++=+=

ا ا االاالاا ل ا .معادله موج معروف استدالامبردالامبراين جواب به جواب

u (x,0) = f(x)وg(x) =vمثلا اگر اين مساله را برای
⎥
⎤

⎢
⎡

⎟⎞⎜⎛⎟⎞⎜⎛ ++= ctxfctxf **1t)u(x
٣٣

ر ر )gر )( , ) ( )
⎥:حل کنيد به پاسخ روبرو خواهيم رسيد که مانند قبل است 

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++= ctxfctxf * *

2
t)u(x,



خط زئ شتق ا ادلات اع انواع معادلات با مشتق جزئی خطیان

کل ال ا لا ا گ ا اگر اين گونه معادلات را در حالت کلی بصورتاگ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛=++
yxyyxyxx u,uu,y,x, Fu C u 2BuA 
⎠⎝ y

:در نظر بگيريم؛ آن گاه 

0B -ACمعادله را بيضی گون گويند هرگاه  )الف 2>
=مانند معادله لاپلاس

⎪
⎪
⎧

2
1A پ

01>=⇒
=
=⇒=+

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

2AC-B
1C
0B 0  yyuxxu

هرگاه)ب يند گ ن گ ه را BAC=02عادله BAC−=02معادله را سهمی گون گويند هرگاه)ب

02  AC-B   0B

2CA

xxu2Ctu =⇒=
=

==
⎪

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

مانند معادله گرما

٣٤ 0C
xxt

=
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩



BAC−>02معادله را هذلولی گون گويند هرگاه  )ج
2=⎪

⎪
⎧ CA مانند معادله موج

0
1

02 22 <−=⇒
−=
=⇒=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨ C AC-B
C
B

CA
   xx uC ttu

⎪
⎩

معادله مثال عنوان استيکومیيکومیترتربه آميخته نوع :از 0=+ yyuxxyu ل  ن  و یررب  و یي و ي                                    ي وع  :ز  yyxxy

⎪
⎪
⎧

⎪
⎪
⎧ >= 0yyA بيضی گون

⎪
⎪
⎪
⎪

⎪⎪
⎪

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪

⎪⎪
⎪

⎨

<
==−

=
=

0
0   2       ,        

1
0

y
yyACB

C
B سهمی گون

گون ⎩⎪⎩⎪هذلولی
0yC هذلولی گون

٣٥



نماييد)مثال حل شده داده تبديل از استفاده با را زير معادله .معادله زير را با استفاده از تبديل داده شده حل نماييد)مثال
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نامند هرگاه يک همسايگی از       Dزير مجموعه ای از صفحه مختلط باشد ، نقطه                 را يک نقطه داخلی  Dفرض کنيد 
وجود داشته باشد که                   

0z
)z( 0∈N DN ⊂∈ )z( 0

D∈0z

:نامند هر گاه يک همسايگی مانند                   موجود باشد که    Dو نيز نقطه      را يک نقطه خارجی  0z)z( 0∈N

φ=∈ DN I)z( 0

نامند هرگاه به ازای هر همسايگی  Dنقطه     را يک نقطه کرانه ای  0z)z( 0∈N

⎨
⎧ ≠−/∈ )()z( 0 φDCN I

⎩
⎨ ≠∈         )z( 0 φDN I
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مجموعهDمجموعه يک باشندبازبازرا داخل نقاط آن نقاط تمام هرگاه؛ گويند .گويند هرگاه؛ تمام نقاط آن نقاط داخلی باشندبازبازرا يک مجموعهDمجموعه

.گويند هرگاه شامل نقاط مرزی خود نيز باشد بستهبستهيک مجموعه را 

.گويند هرگاه منحنی مرز آن خود را قطع نکند سادهسادهرا  Dمجموعه 

نقاطهمبندهمبندراDمجموعه اين کليه که نمود وصل يکديگر به طوری شکسته خط يک با را آن از نقطه دو هر بتوان هرگاه؛ گويند گويند هرگاه؛ بتوان هر دو نقطه از آن را با يک خط شکسته طوری به يکديگر وصل نمود که کليه اين نقاط همبندهمبندراDمجموعه

.   باشد  Dشکسته داخل 
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منتقل نمود که در اينصورت به تابع wرا به داخل ناحيه ای در صفحه  zمی توان ناحيه ای از صفحه  w=f(z)توسط تابعی مانند 
  w=f(z)يک نگاشت يا يک تبديل می گويند. ( )

w=f (z)
z w

w f (z)

.موجود است  نگاشت همديسنگاشت همديسنگاشتی که زاويه را چه از نظر اندازه و چه از نظر جهت بدون تغيير منتقل کندبه 

z
w

A
w=f (z)

o o
A

A
B

BӨ
Ө

.است Bبه  Aاندازه زاويه ها برابر و جهت در هر دو از 
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حد تابع مختلطحد تابع مختلط

w = f(z) 0در نقطه        دارای حدz=
→ 0)(lim

0
wZf

zz

εδδε <−⇒<>∃>∀ 00 )(   z-z  ,   0       0 wzf هرگاه

:را در نقطه      پيوسته گويند هر گاه اين تابع در     دارای حدی برابر مقدار تابع در اين نقطه باشد، يعنی  f(z)تابع  0z0z

)()(lim 0
0

zfzf
zz

=
→ 0zz→

:در     دارای حد باشند، آن گاه   g(z)و f(z)هر گاه  0z
)(lim)(lim))()((lim ±± ff

)(li)(li))()((li

)(lim)(lim))()((lim
000

±=±
→→→

ff

zgzfzgzf
zzzzzz

)(lim)(lim))()((lim
000

⋅=⋅
→→→

zgzfzgzf
zzzzzz

0)(lim     ,            )(lim

)(lim
))(

)((lim
0

0

0

0
≠=

→
→

→

→
zgzg

zf

zg
zf

zz
zz

zz

zz
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مشتق يک تابع مختلطمشتق يک تابع مختلط

w=f(z)دارای مشتق است اگر                                      دارای حد باشد يعنی: zfzzf
Δ

−Δ+ )()( ( )
zΔ

0

0 )()(lim)()(lim)(
00 zz

zfzf
z

zfzzfzf
zzzz −

−
=

Δ
−Δ+=′

→→ 000 zzz zzzz Δ →→

نقطهw=f(z)تابع در همسايگیتحليلیتحليلیرا ايـن نـقاط تمام در تابـع ايـن کــه باشد موجود از همسايگی يک هرگاه گويند 0z0z wبع  f(z)      ر یرا  یي ی ي ي ن ه م  اي ر  ع  ب ن  وجو ب  اي ی از      ي ه ي ه وي هر

.دارای مشتق باشد 
0z0z

اا ک اطااا کل گا اا ل ال ا ثال 2ا به عنوان مثال              يا هر تابع به صورت .تحليلی باشدzنامند هرگاه در کليه نقاط صفحهتمامتمامرا يک تابعw=f(z)تابع 
.يک چند جمله ای تابعی تمام است 

2zw =

.در رابطه با مشتق دو قضيه بسيار مهم وجود دارد 
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ريمانريمان  --قضيه اول کوشی قضيه اول کوشی 

گا آ اش شتق ا ا نقط تا ifگا )(iهرگاه تابع                          در نقطه                     دارای مشتق باشد آن گاه: ivuzf +=)(iyxz +=

y
viy

u
ix

vix
uzf

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂=′ )(1)(

y
v

x
u

x
v

y
u

yyixx

∂
∂=

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

∂∂∂∂

همچنيـن       ,       

yxxy vuvu =−=        ,       

موسومند ريمان کوشی معادلات يا شرايط به معادلات .اين معادلات به شرايط يا معادلات کوشی ريمان موسومنداين

)از طريق مسيرهای مختلف برای                      ( اثبات به عنوان تمرين 
     0

0
→Δ

→Δ+Δ
z

yx
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ريمانريمان  --قضيه دوم کوشی قضيه دوم کوشی 

 (x,y)در تابع                       در نقطه                  در معادلات کشی ريمان صدق کرده ودر يک همسايگی از   vو  uهر گاه 

ا ت ا ا د گا آن اشد ته زئ شتقات ا ته

ivuzf +=)(iyxz +=

)(f :پيوسته و با مشتقات جزئی پيوسته باشد ، آن گاه             موجود و برابر است با′ )z(f ′

)(1)( viu
i

viuzf
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂=′ )()( yyixxf

∂∂∂∂

کوش کوشمعادلات قطبمعادلات مختصات در قطبريمان مختصات در ريمان ريمان در مختصات قطبیريمان در مختصات قطبی––معادلات کوشیمعادلات کوشی

θθاگر قرار دهيم                                               آن گاه ؛ sin  ,  cos ryrx == ,م y

θθ urvvru rr
1   ,   1 −==

:و مشتق تابع در صورت وجود برابر است با ب بر بر وجو ور ر بع ق :و

θi
rr eivuzf −+=′ )()( rrf )()(
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.مشتق                      را در صورت وجود بيابيد ) ) ١١مثال مثال  2)( zzf =

yvu
xyiyxiyxivuzf

xy 2
2

2)()(

22

222

⎨
⎧ −=−=

⇒

+−=+=+=

همه پيوسته و در کوشی 

zyixivuzf

xvu
xyvyxu

xx

yx

y

222)(

2
  2   ,  22

=+=+=′
⎩
⎨ ==

⇒=−= ريمان صدق می کنند

.مشتق                      را در صورت وجود بيابيد))٢٢مثال مثال  zzf =)( ((f )(

⎯→⎯
=−=

≠
⇒

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

=−=
==

⇒
−=
=

⇒−==     
00  ,  1

0  ,  1
)(

xy

yx

xy

yx

vu
vu

vv
uu

yv
xu

iyxzzf
⎩ ⎩

.در هيچ نقطه ای معادلات کوشی ريمان صدق نمی کنند؛ در هيچ نقطه ای مشتقپذير نيست 

.مشتق                                      را در صورت وجود بيابيد ) ) ٣٣مثال مثال  222)( yxzzf +==

⎨
⎧ =

⎨
⎧ =

⇒=+=
22

022 yx yuxu
vyxu

⎩
⎨ =⎩

⎨ =
⇒=+=

0
 , 

0
   0  , 

xy vv
vyxu

.مشتقپذير است(0,0)، بنابراين فقط در نقطهx=y=0شرط برقراری شرايط
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22))۴۴مثال مثال  )()()( zIizRzf me +=

0  , 2 ,  2    ,  

)(

y
22

22

====⇒==

+=

yxx uvyvxuyvxu

iyxzf

y yxx

u , v  ريمان صدق می کند که –تنها وقتی در کوشیy=x باشد ودر اينصورت
xiyxf 2)( =+′ xiyxf 2)( =+
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قسمت حقيقی و قسمت موهومی تابع مختلطقسمت حقيقی و قسمت موهومی تابع مختلط

),(),()( yxivyxuzf تحليلی است جواب های معادله لاپلاس Dکه در حوزه =+

2222 ∂∂∂∂ 0    ,     0 2

2

2

22
2

2

2

22 =
∂
∂+

∂
∂=∇=

∂
∂+

∂
∂=∇

y
v

x
vv

y
u

x
uu

Dت ت ئ شتقا اDت .دارند Dهستند و مشتقات جزئی مرتبه دوم پيوسته در Dدر 

تا اشن اشت ت ت زئ شتقا ک ا لا لا ل ا از قناازازا ق ا ق ا نا بنابراين قسمت های حقيقی . می ناميم همسازهمسازجوابی از معادله لاپلاس را که مشتقات جزئی مرتبه دوم پيوسته داشته باشند تابع

.و موهومی يک تابع تحليلی توابع همسازند 

 vريمان صدق کنند، يعنی هرگاه –در معادلات کوشی  Dدر يک حوزه  v(x,y) , u(x,y)هر گاه دو تابع همساز  ))تعريف تعريف 

uتحليل تابع يک ه حقيق های ت رتDدرf(z)ق اين در v(xباشند y)تابع جرا زد از u(xه y) , u قسمت های حقيقی و موهومی يک تابع تحليلیf(z) درDباشند در اين صورتv(x,y) همساز مزدوجرا تابعu(x,y) 

.نامند  Dدر 

.ريمان بدست آورد –مزدوج يک تابع همساز را می توان از معادلات کوشی 
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.مزدوج همساز                         را بدست آوريد ) ) مثالمثال 22 yxu −=

uu yyxx 022 =−=+ u در معادله لاپلاس صدق می کند

xyyxvyh
xvu

yhxyvyuv

yx

yx

2)(0)(
           2

  )(2    2 )1(

=⇒=′⇒⎬
⎫==

+=⇒=−=

xyyxvyh
yhxvy

2),(  0)( 
)(2)1(

=⇒=⇒
⎭
⎬′+=⇒

است تحليلی تابعی نتيجه .ودر xyiyxzf 2)()( 22 ی =−+ ي ی  ب يج                                             ر  .و xyiyxzf 2)()( +

ن نت ک))ت قت آ ت ا ل ل ت 23)()()(تا 3)(0)0(               تابع تحليلی                                            را به دست آوريد، وقتی که                                              ))تمرينتمرين

)کتاب دکتر نيکوکار ١۶صفحه . (باشد 
),(),()( yxivyxuzw +=23 3),(  ,  0)0( xyxyxuw −==

)3(3)z( 3223 yyxixyxw −+−= )()(
4342143421

vu
yyy
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تابع نماييتابع نمايي  --١١

هر ازاي به نماي استzتابع زير :بصورت :بصورت زير استzتابع نمايي به ازاي هر

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒+== +

ye
ee

yiyeee
z

xz
xiyxz

arg
)sin(cos

⎪⎩ = yearg

؛ تحليلي و مخالف صفر است  و zتابع     به ازاي تمام مقادير  ze
zz ee ′)( ee =)(

2121 zzzz eee +=
آه اين به توجه :با :با توجه به اين آه

ziziz

i

eeee

ie

==⇒

=+=
+  2 2

 2 1)2sin()2cos(
ππ

π ππ
⇒eeee:بنابراين 

اختيار مي آند،  π<y<π–لذا                   تمام مقادير خود را در نوار . مي باشد  2πiيعني     تابعي متناوب با دوره تناوب 
ند گ اد ن ه نا تناه نا ا ن ن ا ه ازآه تند ا آن ا خ از ض

zeze(z) =f
zبعضي از خواص آن عبارتند از.آه به اين نوار نامتناهي، ناحيه بنيادي     مي گويند: ze

nzzzzz0 e)(e    ,   eee   ,   1e 2121 ==÷= − nz
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.  دامنه تابع نمايي ، آل صفحه مختلط و برد تابع تمام صفحه مختلط به استثناي مبدأ مي باشد ))توجهتوجه

ieيك عدد مختلط باشد ، مدول و آرگومان عدد        آدام است؟ zاگر  ))مثالمثال +z

⎪
⎨
⎧ =

⎯→⎯==
+

++++           )1()1( ee
eeee

xiz
yixyixiz

⎪⎩
⎨

+=
→==

+ 1arg ye
eeee

iz

.،                  و نيز       هيچ جا تحليلي نمي باشد zبه ازاي هر  ))توجه توجه  zz ee =ze
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توابع مثلثاتي و هذلولويتوابع مثلثاتي و هذلولوي  --٢٢

.توابع                        را بصورت زير تعريف مي آنيم zz sin , cos

1 iziz

)(2
1cos

)(2
1sin

iziz

iziz

eeiz

eeiz

−

−

+=

−=

2i

:  همچنين توابع زير را نيز داريم . مي باشند 2πاين دو تابع متناوب با دوره تناوب 

zzzzzz cot    ,    tan    ,    csc)sin
1(    ,    sec)cos

1(

همچنين                       بجز در ). به ازاي تمام مقادير(به دليل اين آه      تحليلي است توابع                         تحليلي هستند 

ت ل ل ت ا ف ا آ تقاط ل ل ت ا آ قاط ا ت

zezz sin , coszz tan , sec
.و توابع                        بجز در نقاطي آه              است تحليلي هستند.نقاطي آه          مساوي صفر است تحليلي هستند

.توابع                        زوج و بقيه فرد مي باشد

zcoszz cot , csc0sin =z

zz cos , sec

.تمام فرمول هاي توابع مثلثاتي حقيقي براي مقادير مختلط نيز برقرارند  ))توجهتوجه
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zz sin)(cos −=′ 22 1cossin zz =+

zz

zz
2sec)(tan

cos)(sin

=′

=′ 212121 sin coscos sin)sin( zzzzzz ±=±

: zسينوس و آسينوس هذلولوي متغير

11 zzzz )(2
1cosh         ,           )(2

1sinh zzzz eezeez −− +=−=

تحليلي مي باشند و دوره تناوب هر دو برابر         مي باشد و دامنه و برد آن ها تمام صفحه  zتوابع فوق به ازاي آليه مقادير 
.اعداد مختلط است

i2π

:با توجه به فرمول هاي داده شده داريم 
)sin(sinh    ,    )cos(cosh izizizz −==
)sin()sinh(    ,  )cos()cosh(
)(,)(

ziizziz ==

:به راحتي مي توان بدست آورد آه 
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sinh)(cosh     ,     cosh)(sinh zzzz =′=′

1sinhcosh

h csc)(coth     ,    h sec)(tanh
22

2

zz

zzzz

=−

−=′=′

cosh)cosh(,sinh)sinh(
sinhcoshcoshsinh)sinh( 212121

zzzz
zzzzzz

=−−=−
±=±

),cosh
1h sec      ,        cosh

sinh(tan Lzzz
zz ==

.تابعي متناوب با دوره تناوب        مي باشد tanh z)  )  توجه توجه  iπ
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توابع لگاريتميتوابع لگاريتمي  --٣٣
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توابع معكوس مثلثاتيتوابع معكوس مثلثاتي  --۴۴

.معکوس سينوس                      تابعی است که در رابطه                  صدق می کند

کند دق ابطه د که ت ا تاب ين ک ک

zw 1sin−=zw =sin

zw 1cos−cosمعکوس کسينوس                      تابعی است که در رابطه                  صدق می کند. zw cos=zw =cos

ند ش يف ت شابه يق ط به ی ل هذل ثلثات اب ت های ک .ساير معکوس های توابع مثلثاتی و هذلولوی به طريق مشابه تعريف می شونداي

.معکوس تابع هذلولوی و مثلثاتی را می توان بر حسب تابع لگاريتم بيان نمود

)1l (

)1ln(sin
21

21

ii

ziziz −+−=
−

−

)ln(2tan

)1ln(cos
1

21

zi
ziiz

ziziz

−
+=

−+−=
−

)1l (1h

)1ln(cosh     ,     )1ln(sinh
1

2121

z
zzzzzz

+
−+=++=

−

−−

)1
1ln(2

1tanh 1

z
zz

−
+=−
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:همچنين داريم م چ

1

2
1

1
1

1sin

d
z

z
dz
d

−
=−

1

2
1

1tan

1
1cos

zd
z

zdz
d

=

−
−=

−

−

21
tan

z
z

dz +
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czwتوابع توانیتوابع توانی  --۵۵ =

:ديگر به صورت تابع نيست، برای همين تعريف می کنيم  ln zبنابراين به علت چند مقداری بودن                          zcc ezw ln==

zc ln zcew ln=
:به عنوان مثال 

π

ππππ
eeei

niniiiii

12

 22) 22(ln ===
−

−± m

ل ا ا
πe

e 1      2 مقدار اصلی=

:می توان نوشتaبا توجه به فرمول                    ، برای هر عدد مختلط zcc ez ln=ر بر و ر ب و وب ن و ی e

azz ea ln=
داد نشان ان ت م سادگ :به سادگی می توان نشان داد:به

2arg     ,     )0(          1 +<<>= − zzczzdz
d cc παα

0         ln ≠= aaaadz
d
dz

zz
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nتوابعتوابع  --۶۶ zw =

:هرگاه                                            باشد، آن گاه θπθπ irez =≤<−    ,   

2kθ
L,2,1,0        

)2(
±±=

+

= kn
kin erw
πθ

ا ل ق ل قا ا تنا تفا گ ک ا ک ثالاش ا ن :به عنوان مثال.عدد می باشد که با يکديگر متفاوت هستندnجواب های قابل قبول برابر

)
24(1 ππ

π k
ii

+
)4(844  2     2     )1(

ii
eweziw =⇒=⇒+=

⎧ π

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

= 1              2

0               2

7
16
9

8

168

ke

ke

w
i

i

π

π

⎪
⎪
⎪

⎩

⎨

−=

−=
=

−

−

2         2

1           2
16
15

8

16
7

8

ke

ke
w

i

i

π

π

⎩
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nzwتوابعتوابع  --٧٧ =
πϕπ .در اين مورد جواب يکتا است، فقط در صورت نياز  بايد اصلاحی در آن صورت گيرد تا                          باشد−>>
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برخی توابع مقدماتی ، نگاشت های همديس

تابع همانیتابع همانی  --١١

f (z) = z.اين تابع تام و همديس می باشد

bzwتابعتابع  --٢٢ +=

)می تواند عدد مختلط باشد b.(منتقل می کند bتابعی است تام که هر شکل را بدون تغيير به اندازه 

bazwتوابع خطیتوابع خطی  --٣٣ +=)a,b می تواند عدد مختلط و ثابت باشد(

1)1()1()مثال +++−=++= xiyiizw 1)1()1()مثال +++−=++= xiyiizw

 u ,vرابطه بين  wبه صورت يک سهمی باشد، يعنی              آنگاه در صفحه  zدر صفحه  x,yحال اگر رابطه بين 
د ش ن ن

2xy =
:چنين می شود

⎩
⎨
⎧

−−=−⎯⎯→⎯
+=

+−=+−= 2      
2

)1(1      
                  1

11 vu
xv

xyu xحذف 

١٠١
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.تبديل منحنی ها يا نواحی از يک صفحه به صفحه ديگر به روش هندسی نيز امکان پذير است

مثلا

⎧⎪
⎪
⎧ ==⇒= + )(

0
0 ρ ϕθθ

i

ii eerrwazw

⎩
⎨
⎧

=
+=

⇒

⎪
⎪

⎪
⎪
⎨

=
=

     rr
  

                                     rez
                                 

0

0
i ρ

θθϕρ
θ

ϕiew

⎪⎩ =                                    ra 0
0θie

و  arg(a)ابتدا انبساط يا انقباض به اندازه        و دورانی به اندازه   w =az+bدر تبديل  wبه  zيعنی برای رسيدن از 
.مشاهده می شود که هيچگاه اندازه و يا جهت زاويه تغيير نمی کند. می دهيم bانتقالی به اندازه 

a

v y

u xu x
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تابعی همديس  zتحليلی بوده و                   باشد آنگاه                  در  zهرگاه                                در نقطه  )قضيه ivuzfw +== )(0)( ≠′ zf)(zfw =
.منتقل می کند wرا بدون آنکه اندازه و جهت آن را عوض کند به صفحهzيعنی هر زاويه با راس. است

شکل زير                              را نشان می دهد که متشکل از دورانی به اندازه       در جهت مثلثاتی و انبساطی  )مثال
.به طرف بالا می باشد ٢به اندازه                     و انتقالی قائم به اندازه 

iziw 2)1( ++=
4
π

21 =+ i

y
CB ′′C ′′

C′ B′

A ′′
x

A B
iyxz +

4
πA

i ivuw + iyxz +=ivuw += 111 ivuw +=
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wتابعتابع  --۴۴ 1
= عع

z
w

.برقرار می کند , w, zنگاشت              تناظر يک به يک بين نقاط مخالف صفر 
z

w 1
=

z

⎪
⎨
⎧ =⇒⎬

⎫= ρθ   1
r

rez i ϕρ iew −=
⎪⎩
⎨

−=
⇒

⎭
⎬

= θϕρ ϕ rew i

.وصل می کند قرار می گيرند zبنابراين                   بر روی شعاعی که مبدا را به  0, ≠zw

z
1ρ

را در نظر بگيريد R=1دايره 

w 1
=

1 w
0

z
w0

2ρ

.، مزدوج      را به دست آوريم wسپس بايد برای به دست آوردن . همان نقطه       می باشد ozمحل برخورد            و  21ρρww
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دايره نيم به را بالايی دايره نيم و واحد دايره داخل ناصفر نقاط روی به را دايره خارج نقاط نگاشت z1=z=1اين

ρ−

ير  يم  لايی            ر ب  ير ب يم  ير و و  ل  ر  ير              ر ب روی   رج  ين   
.پائينی تبديل می کند

.هر خط راست يا دايره را به روی يک دايره يا خط راست می نگارد        

w
1z1z

w 1
=

:را می توان بصورت زير نوشت zمعادله کلی دايره يا خط راست در صفحه 

w

ρ z

0)( 22 =++++ DCyBxyxA

.اگر             باشد معادله فوق يک خط راست است و اگر               باشد، نمايش دايره می باشد

است زير بصورت تبديل با نيز صفحه در آن :تصوير

w 0)( ++++ DCyBxyxA

0=A0≠A

ivuw +=w 1
:تصوير آن در صفحه                        نيز با تبديل                بصورت زير است=

آيد می بوجود زير های حالت :که

ivuw +
z

w =

0)( 22 =++−+ vuDCvBuA
ي ی  ی زير بوجو    :

اگر             و              ، يعنی دايره از مبدا مختصات عبور نکند ، تبديل             دايره را به دايره ای که از مبدا  ))الفالف
.نمی گذرد تبديل می کند 

0≠A0≠D
z

w 1
=

.خط راستی که از مبدا نمی گذرد)                       دايره از مبدا عبور کند ( اگر               و             ،  ))بب

.دايره ای که از مبدا می گذرد)              خط راست که از مبدا نگذرد(اگر              و             ، ))ج ج 

0≠A

0≠D

0=D

0=A و))جج ر(ر ز ر)ر ی ز ير

خط راست که از مبدا می گذرد )            خط راست که از مبدا می گذرد (اگر               و             ،  ))د د 

0≠D

0=D

0A

0=A
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2zwتبديلتبديل  --۵۵ =
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zewتبديلتبديل  --۶۶ =

w≠:نگاشتی را تعريف می کند که همه جا همديسی است، زيرا  0

⎩
⎨
⎧

=
=

⇒=⇒
=

+=

y
eeew

ew
iyxz x

iyx
i ϕ

ρ
ρ ϕ       

 ⎩ yϕ

.بنابراين اگر                                     نگاشت آن دايره ای به شعاع               می باشد etcax ==ae=ρ

ctebyاگر                                     خط ==b=ϕ

bxadycناحيه مستطيلی                                        بر روی ناحيه ≤≤≤≤  , 

y v
dcee ba ≤≤≤≤ ϕρ    ,  

c

y
d C

A

D

c B′

C′

D′c

ba
A B

x
c A′ B

u
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)مثال

C′v y

iπ DE

A′
B′D′

u
A′E′

F ′

x

iπ
C

A B

Fze
B′D′ A′E′ A B

ا′′′ ک EFA ′′′ روی يک دايره,,

DCB ′′′ روی يک دايره,,

⎪

⎪
⎨

⎧
′′
′′

DE
BA

,
, هم فاز

هم فاز
⎪⎩

⎨
′′ FC , هم فاز
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iy0نوار نامتناهی π<<

v yv

ze iπ

x

πϕ
ρ
<<
∞<<

0
0
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مختلط توابع از گيری مختلطانتگرال توابع از گيری انتگرال گيری از توابع مختلطانتگرال گيری از توابع مختلطانتگرال

:و معادله زير در نظر گرفته می شود  cدر توابع مختلط تنها به تعريف انتگرال روی منحنی می پردازيم، برای اين منظور منحنی 

cمنحنی 
( ) ( ) ( )z t x t iy t= + a t b≤ ≤

a b

( )( ) ( ) ( )
b

a
z tf z dz f dz t=∫ الفالف( ( ∫

a
c
∫ ∫

بب( (  ( ) ( )   ( )  f z dz f z dz f z dz= +∫ ∫ ∫
1 2

1 2

c c c

c c c= +

∫ ∫ ∫
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لف))مثالمثال ا تابع طولاز طولبOBدر بگيريدOABدر انتگرال 2w z= .انتگرال بگيريد OABدر طول– ب  OBدر طول–از تابع                  ا لف))مثالمثال w z=

B
y

موهومی
         0 1x x≤ ≤⎧

⎨
C

B

C2

                
OB

y x
⎧

= ⎨ =⎩

O AC1
x حقيقی

0 1
x x

OB x
=⎧

= ≤ ≤⎨

2 2 2

         0 1

(1 )     ,     (1 )     ,     (1 )

OB x
y x

dz i dx z i x z x ix x i

= ≤ ≤⎨ =⎩

= + = + = + = +
312 3 2

0

( ) , ( ) , ( )

(1 )(1 )
3
iz dz i x dx +

= + =∫ ∫
OB 3
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بر چنينOABانتگرال

2 2 2z dz z dz z dz= +∫ ∫ ∫

چنين OABانتگرال بر 

OAB OA AB
∫ ∫ ∫

:به ترتيب عبارتند از  ABو OAمعادلات پارامتری 

1
:    0 1    ;     :     0 1 ;

0
x x x

OA x AB y
y y y
= =⎧ ⎧

≤ ≤ ≤ ≤⎨ ⎨= =⎩ ⎩

2 2  ,       ,    dz dx z x z x= = =

:داريم OAو بر 

2 2(1 ) 1dz idy z iy z iy= = + = +

:داريم  ABو بر 

  ,    (1 )    ,    1dz idy z iy z iy= = + = +

1 31 12 2 2 31 1 (1 )(1 ) (1 ) id d i i d i +
+ + + +∫ ∫ ∫

:پس 

0

2 2 2 3
0 0

( )(1 ) (1 )
3 3 3OAB

z dz x dx i iy dy iy= + + = + + =∫ ∫ ∫
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بگيريد)مثال انتگرال مثلثاتی جهت در و يکه دايره طول در تابع 1wاز = .از تابع                در طول دايره يکه و در جهت مثلثاتی انتگرال بگيريد )مثال w
z

=

;0 2iz e θ θ π= ≤ ≤;0 2
i

z e

dz ie dθ
θ π

θ

= ≤ ≤

=

2

0
1

2
i

i
z

dz ie d i
z e

θπ

θ
θ π

=

= =∫ ∫
 1z =

.در طول دايره يکه در جهت مثلثاتی انتگرال بگيريداز تابع  )مثال
2

1w = 2z
2 2

0
i

idz ie d i e d
θπ π θθ θ−= = =∫ ∫ ∫2 20 0

 z 1

0i i e d
z e θ θ

=

= = =∫ ∫ ∫
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و به طور کلی می توان ثابت کرد ؛

0

0   ;       1  
2 ; 1( )n

ndz
i nz z π

⎧⎪
⎨
⎪⎩

≠=
=−∫

0 z 1 2   ;    1( ) i nz z π= ⎪⎩
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